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注目を寄せてきた。このとき，かかる噂は，自己実現的 (sel 壬fulfilling) であると呼ばれる o (予測
の自己実現性 (self-fulfilling prohecy) について，例えば， Az ariadis [2) 等参照。)






こうした可能性は，近年の合理的期待 (rational expectaions) モデルによって厳密に定式化され，
自己実現的な噂は，投機的バブル (speculative bules) と呼称が変えられる o (例えば， Blanchrd 
[ 3 )， Blanchrd = Watson [4) ， Shiler [2) ， Taylor [26) ， Tirole [27) ， [28) 等参照。)
しかるに，研究者と市場参加者の聞で，資産価格に関して全く異なった見解がもたれることも少
なくない。前者は，合理的行動と合理的期待の仮定の下では，資産価格は，ひたすら市場の経済的
基礎諸条件 (fundame 旬Is-- 以下，単に「ファンダメンタル」と呼ぶ。)を反映する筈である，
すなわち，資産の現在を含めた将来収益に関する情報に依存する以外あり得ないから，価格のフア
ンダメンタルからの希離は，非合理的な何かが成せる業であるとみる O これに対し，後者は，ファ





ダメンタル以外の群集行動 (herd behavior) ，相互間の伝染性模倣行為 (mietic contagion) によ
るバブルの定式化として， Lux (17J， Topl (29) 等参照。)
しかるに，合理的行動と合理的期待が，必ずしも資産価格とファンダメンタル値の均等化を意味
するものではない。言い換えれば，それで、も，資産価格とファンダメンタルの講離は合理的なそれ
として，すなわち合理的バブル (rational bubles) として存在し得る o (ファンダメンタルと合理
的バブルとの株価変動への寄与度について， West (30) ， Flod = Garbe (1) ， Hamilton = Wh iteman 
(1 6) ， Diba = Grosman (6) ， (7 )等参照。)
Frot= Obs ぜ'e ld (1 3) は，価格変動が外生的なファンダメンタルの変動過程だけから説明される
ところで、の価格変動バブルを内在的バブル(i n廿insic bubles) と呼んだ、。さらに， Frot= Obs ぜ'e ld
(1 2) は，ファンダメンタルが確率過程にしたがうところで，政策体系の変更 (regime switching) 
が為替レート変動にもたらす効果を検討し，ファンダメンタルが非定常的確率過程にしたがうとき
拡散的バブルが発生する可能性を示唆した。 Sutherlaud (25) は，資産市場において，ファンダメ





では，上の Suthe r1 and の議論に数学的補強を施した上で，拡散的資産価格バブルの発生可能性を










ぬ-1)歩+{一州 1+α +s)Z} 宏+α 炉 O (1) 
で表わされる微分方程式は y 宇 0，-1 ， -2 ，…とするとき，特性根 O に対応する解として
u (z) = 1 + L a"z (2) 
24 
平均回帰過程と投機的バブル
と書ける解をもっ。因みに， (2) 式を方程式( (1)式)に代入して Z のベキでそろえると
(as-r 什主{(α +n)( α+s) ι-(n+ 山 +n) ル l}Z"=O (3) 
がしたがう O ここで，Zll の係数を 0 とおくと
a1= ヂ
ー (α +n)( β+n)
α1+1 一/ 1 唱¥/ー l ¥α (n = 1， 2，…) 
(4) 
(5) 
を得る O したがって (4) ，(5) 式から
α 一α(α+ 1)… (α +n) β(β+ 1)… (β +n)
n+1 一切+1) !r(+n) …(r+n) (6) 
がしたがう O こうして得られた微分方程式の lつの解
∞ (α+ 1)… (α +n-1) β(β+ 1)… (β +n-1) u(z)=l+L α n~l n!r(+1) …(r+n- 1) (7) 
を超幾何函数 (hypergom 廿ic function) と呼ぴ¥これを F( α，s，れz) で表わす。また，超幾何函
数を解としてもつ微分方程式を超幾何微分方程式 (hypergombic di 百erential equation) と呼ぶ。
ここで，記法
_r (λ +n) 
[λJ Jl =λ(λ+ 1)… (λ +n -1) == (λ) 
を用いれば，超幾何函数 F( α，β，れz) は
∞ [α] パβ]'L~II- r( ) ∞ r(α +n)r( β+n) 
F( α，s，r，z)= エ -
目=0 91![y]u Z -r(α )r(s) n~O ・ー
(8) 
(9) 
と表現し直される O ただし，r は，
r(z+l) ニ zr()
なる関係を満たすガンマ函数 (gama function) である O
さて，超幾何微分方程式
z(z- 1) す+{一州 1+α 十戸)z} 営+α 炉 O (10) 
は，O，s，∞の 3つの確定特異点 (regular singular point) をもっ O このとき，
f(z) 告n(z-a) Jl+ 合十三訂+..+手おお C-k 宇O 、11ノ11ム噌E 4d r s、 、
が満たされるとき， z= αは， f(z) の h 位の極 (pole) であるという O いま，微分方程式
23+D(z) 営+q( 山=。 (12) 
25 
において，p(z) が z= αで高々 1位の極，また，q(z) が z=c で高々 2位の極であるとき ，z= αを(12)
式の確定特異点といい， p(z) ， q(z) の少くとも一方が，確定特異点とならないとき ，z= αを(1 2) 式
の不確定特異点(i regular singular point) という O
ここで，上の超幾何微分方程式( (1 0) 式)において ，z をz/s で置換すると
ヲ ( 1 十 α+β) _.1 du (z 一三)旦与+ {_ y+ ¥.1. J Ih J f.J/ z} ~~ +ω=0 s/ dz 2 ' l  l '  s ，.， J dz (1 3) 
がしたがい，特異点は O，s，z にある O いま，特異点 βを∞に合流させる，すなわち，極限移行 p
→∞を施せば
z歩+(日)営 -au=O (14) 
がしたがう o 合流を通じて得られた超幾何微分方程式を合流型超幾何微分方程式 (confluent hyper 四
geome 廿ic di 宜'e rential equation) または Kumer の方程式 (Kumer's equation) と呼ぶ。(1 4) 式
において oは確定特異点であるが，合流した特異点∞は不確定特異点である。
上の超幾何函数( (9) 式)に上に対応する極限移行 p→∞を施せば
一∞ [αJn _1 _ r(y) ∞ r( α+n) 
軌 (z) = F( α， y， z) == limF( α，s， Y: メ)=L 一一一一一一一β→∞ βn=on![Y]n z r(α) /:oI onlr(y+ η)z 
α(α +l)zZ α(α+1)(α +2)Z3 =1+ lA< _z+ tA)tA I ...¥nl + \h)\h•1 ... L;)Vy I ~/Ñ +… y~ J y(y+ I) 21 J y(+1)(y+2)31 (15) 
がしたがう o (1 5) 式は，合流型超幾何函数 (confluent hypergom 甘ic function) と呼ばれ，上の合
流型超幾何微分方程式( (14) 式)の解を与える。しかるに， (1 5) 式とは独立な(1 4) 式のもう 1 つの解
が，y 宇2，3，…に対して
U2(Z) =F( α，y，z) =zl-rF( α-y+1 ，2-y ，z) 
α-y+1 α(α -y+1)( α-y+2 ) _2 
-r {I+ 
2-y ~ J 21(2-y)(3-y) 
(α -y+ I) …(α -y+n- I) zn+ ・・}
nl(2-y)(3-y) 日・(n+1-Y) (1 6) 
で与えられる O しかるに，y=l ならば，Ul(Z)=z ，また，y=O ， -1 -2 ならば Ul (z) が y=
2，3，4，…ならば仇(z) が意味を失なう O
ところで， (9) 式において，y=s とすると
F( 州 μ)= 主iiLZ72 会
がしたがう o (1 7) 式は，Izl <1 に対する 2項定理 (binomial 出eorm) に対応する O
さらに，y= αとし，z をz/s で置換すると
∞ 1 ¥ I I 2 F(α， ß， α，三)=α+玄α(α+~)(α十一)…(α+ι:1) つ. I n"";'l~'~' ß"~' s / ，~. s / n!








を得る。 (19) 式は，合流型超幾何函数において，最初の 2 要素が相等しいとき，指数函数が現われ
てくることを示唆している O
さて， Webr の微分方程式 (Webr di 立ern 吐al equation) 
宏f+C~， -Z2)ω= 。
において， ωをω=e-fu で、置換すると
d 2v "dv ~. ~ -2z 一 +vv=Odz 2 ...，... dz 
(20) 
(2 1) 
がしたがう o (2 1)式は，
に，ど =t と置けば
Hermit の微分方程式 (Hermite di 立erential equation) と呼ばれる O さら
d 2V ， / 1 . ¥ dv ， v t=-; τ+( 一一一t) 一 ++v=Odt Z ' ¥ 2 ~ I dt ' 2 
を得る o (2) 式は，合流型超幾何微分方程式に他ならず， したがって，解は
1匂)=F(-+ よ， t) = F( 一一巳 i ，d)2' 2 ， ~I 2' 2 
v -1 3 .¥ r../ V -1 3 V2 (z) = tτF( 一一一一一，t)=zF( 一一一一一， Z2) 
2 ' 2 ' 
~I 2 ' 2 
で与えられる O
ここで， v(z)= 一九(上 Z2) と置くと， v (z) は， Webr の微分方程式2 
d 2制 1 1 与与+(n+ 一一+Z2)V=0dz Z • ，，~. 2 4 
の解となっている O そこで， v (z) に 2士1/+ 十を乗じた函数
Dn(z) =汁九句ふけよ」すZ2)
は， Webr の微分方程式の 1つの解である O ただし，
の函数(羽市 i枕aker's 釦nction) である O









u=efz すーωと変換すれば， l 階微分の係
M とー-α とー(+-1)dZw ，( 1 ， 2 '"'" 2 2  旦与+{一一一+一一一一~ ~2 }ω=0 dz 2 ' l  4' Z Z2 (27) 
がしたがう。 ここで， α=μ- 1(+十 y=2 μ+1 と置けば
27 
1 
4+{-i+ 斗土手}ω=0dz 2 • l 4' z' Z2 (28) 
がしたがう o (28) 式は， Wh itaker の微分方程式(Wh加味 er d証Ierential equation) と呼ばれる O 上
のWh itaker の微分方程式の解は，合流型超幾何微分方程式の解(1 5) ，(1 6) 式と u=efz-fw の関
係とから， 2μ が整数でないとき
M K' μ (z)=z 士+μ e-+F 寸+，u-7(， 2μ+l， z) 
_3.... T"o l 1 M K'，- μ (z)=z -Z-J1 e--Z F( τ一μ-7(， -2μ +l ，z) 
で与えられる O このとき ，M K'，Jl (z) とM K'， μー (z) の線型結合
r ( - 2 μ /  _.¥ I r(2 μ) W K'， μ (z) 1 ¥ t.<f.l J M K'，Jl (z) +--~μM日 (z)
r( す一μ-K) r(17+μ- 7( ) 




しかるに， (26) 式の解は， Wh itaker の函数に 2ト+士 zーすを乗じたものであり ，Dn (-z) ， D- nー 1 (伝) ， 







Frot = Obstfeld (1 3J は，資産価格の変動が外生的な経済的基礎条件 (econmi fundamentals) 
(以下， rファンダメンタル」と呼ぶ。)の変動過程だけから説明される可能性を検証するに際して，





(li near maping) が妥当な解となる。
さらに， Frot= Obs ぜ'e ld (1 2J は，上の写像群のうち選択されることのない余分な写像をバブル
解 (bubles solutions) とみなし，そのうち，ファンダメンタル値にしか関連しないバブルを内在







ブルはどうなるかという新たな問題が起ち上がってくる o Suthe r1 and [25 J は， Frot=Obs ぜ'e ld
[12J の示唆を受けて，ファンダメンタルが Omstein = Uh lenbck 過程にしたがうところでのバブ
ル解のあり方，そしてその動学を確かめた。以下では， Suthe r1 and の議論がスケッチ風で，簡に失
する点にかんがみ，次節の議論への準備も兼ねて数学的補填を行なっておくことにする。
まず，ファンダメンタルが平均回帰過程 (mean-rev 吐ng proces) にしたがうものとすれば，
確率微分方程式
dk t= η(k -kt)ktd 十σktdZ t (32) 
がしたがう O ただし，kt はファンダメンタル， ηは回帰速度であり ，k は kt が回帰していく正常水
準 (noal leve I)であり ，kt の変化の期待値は，k とkt の差に依存することになり ，kt> (<)k な
らば，次の時間間隔において kt は低下(上昇)していく公算が大となる O したがって，平均回帰過
程は Markov 性 (Markov proe 匂T) を満たすものの独立の増分をもつことになる O 最後に， σは
分散要素であり ，dZ t はWienr 過程の増分である O
さて，議論の簡単化のために，以下では平均回帰過程の最も単純なそれである Omstein = Uh len-
beck 過程を採用することにする O このとき， (32) 式は，
dk t= η(k -k t) dt+ σdZ t (3) 
と書き改められる D ここで，k (t) の現在値を k (0) = k。とすれば，現在に利用可能な情報系ゅ。の下で，
kt の将来時点、 tにおける条件付期待値は






(34) ， (35) 式から，tの増大化につれ， kt の期待値は h に収束し，分散は σ2/ 可に収束する O また，
η→∞とすると， var[ι] →0 となるから，kt はh から希離していくことはなくなる O さらに， η→O
とすると ，kt は Brown 運動 (Brown motin) となり， v訂 [keJ →σ2t となる O 以上の議論は，平均
回帰過程， Omstein = Uh lenbck 過程の定常性を示唆している O
さて，ファンダメンタルの正常水準 h をk=O と設定することにしよう o (3) 式は，さらに，
dk t = - l] ktdt + σdZ t 
と簡単化される O このとき ，kt の条件付期待値，分散は，それぞれ
E [k t Iゅ。J=koe 一ηt







内 t+ θ古E[ 砂tIゆtJ (39) 
を想定しよう O ただし，Pt は資産価格の対数，eは貨幣需要の半弾力性 (semi-elasticity )とみなさ
れる定数，ゆt は t時点に利用可能な a情報系を表わす。
以上の想定の下で，資産価格がファンダメンタルの函数となるものと措定し得る。すなわち
Pt= G(k t) 
と措定する O いま， (40) 式に伊藤補題(I to's lema) を適用すれば
必俳 G'(k t)必t+ 手G"(k t)(ぬ
がしたがう O ここで， (4 1)式に (36) 式を代入し， (dk t) 2 = dt ， dktdt = (dt)2 = 0 を想起すれば
必刈(仇仇hι t)= G' 吋w仇'(kt) ω偽h丸t) [ 一ηψ耐州hιktd+ σadz ，繍制d必偽創z為記'IJ+ ￥令Gσ仰向州庁ぺ"(k t)ω偽hιω)
=[￥宇 Gσ庁叶η件hιktG'似tぷぶGσ引r句(ωh t)汀J+刊ぽ叫Gσ引F可(ωkt) adz ， 
がしたがう O さらに， (42) 式の期待値をとり l/dt を乗ずれば，
会E[ 必 (kt) Iゅh 手G"(k t)一件tG'(k t)
がしたがう O ここで，資産価格方程式( (39) 式)を想起すれば 2 次微分方程式
or 
内 )= イG" 庁ぺ"(k tω偽叶hιt
イGσ庁"(k t)丸ω)ト一向帥ktGぷぶ削ωGσ引山r吋ω(仇叶h
がしたがう O
ここで， G( 丸) =g (Zt) = とし，Zt= ηk7! σ2と置けば，
2η kt 
G'(k t) =ずがあ) = 2Ztg' (Zt) 
G" (k t) = (2z t) 2g" (Zt) + 2g' (Zt) 
がしたがう O いま， (46) ， (47) 式を (45) 式の同次部分に代入すれば













ギ附 (す -Zt)g' 匂)一本山)=。 (49) 
したがって，解しかるに， (49) 式は，合流型超幾何微分方程式に他ならない。
1 1η k; G 1(ι )=F( α，れ Z) =F(一一一~...!1与28η ， 2 'σz 
と簡単化される O
(50) 
ωηkt r < 1 1 I 1 3η k; G2 (k t) = zl-rF( α-y+ 1， 2一y，Z) =...:i...!.l旦 F( 一一+一一一..!1与2θη2 ' 2 'σZ (5 1) 
がしたがう O ただし，F( ・)は，前項 (47) 式に対応する合流型超幾何函数である O
次に，非同次微分方程式( (45) 式)の特解を求めるべく ，G( 丸) =ck tを試みてみよう O ただし c
は，定数である O このとき ，c'( 丸) = c， G" (kt) = 0 を考慮して G(k t)=ck tを(45) 式に代入すれば
(5 1) c (8 1] + 1) kt = kt 
ー 一 日
(52) or 
を得る O これより，特解 G(k t) =一生」がしたがう O。η+1
以上から，資産価格の一般解は
G(k t) =+-+AIF( よよ呼 ) +A2 1!fT- F( 土 + よ i d) θη+ 1 I .L>. l.L' '28η ， 2 ' 0 σ 2 8 η 2  ' 2 'σ (53) 
で表わされる O ただし，A r， A 2は未定定数で、あり，適当な境界条件が与えられるとき決定されてく
るO
上の一般解((53) 式)の右辺第 l項の特解は，資産価格方程式に対するファンダメンタル解 (fun-
damental solution) となる。ファンダメンタルが(36) 式の OmsteIn = Uh lenbeck 過程にしたがって
変動するとき，ファンダメンタル解は，将来ファンダメンタルの期待割引現在値に等しい資産価格







とができる O いま，上の一般解( (53) 式)のバブル項の和を G B (ι) とすれば，
(54) 
がしたがう。ただし Dv(Zt) ，Dv( ーがは放物柱函数であり ，v = -1/8 η，Zt= 花仏/σ である。また，
B r， B2 は一般解の A r， A 2に対-応、する任意の係数である O
31 
zt 
G B (k t) = gB (Zt) = B1e 4 Dv (Zt) + B 2e 4 Dv ( - Zt)
しかるに， OmsteIn = Uh lenbck 過程にしたがう kt のスカラー倍の値をとる為も，同過程にした
がうから，情報系似こ条件付きのあの分布は，期待値，分散
Xt=E [Zt Iゅ。J=Zu nt 
μt=V 訂 [Zt Iゅ。J= 1-e-
をもっ正規分布を成す。 したがって， (54) 式の期待値をとれば
E [g B(Zt) I 和J=Bl1去~r:e 一句九千Dv(Zt) dZt 
ザムπμ'/1")一∞
r∞ _ (x ，二&と
+B2 つn J.. I e 2)1， eτD世(-Zt)dz 
ザLπμ'/1 t .J 一∞
がしたがう O ここで，放物柱函数に関する積分解を適用すれば， (5 7)式は，
E [g B(Zt) IゆoJ = Bl (1 一 山市叫(14J
と変形される O
十B 2 ( 1 - J d F D A - }¥(1一 μt) す/
しかるに， (5) ， (5 械を想起すれば， (1-J= 止 (14) す =Zo がしたがうから，
式に代入すれば，
zd 
E [g B(Zt) Iゅ。J= B 1 e 4' Dv (zo) e -e t + B 2 e 4' D 世(-Zo) e-e t 
がしたがい，(59) 式は， さらに，
E [g B(Zt) IゆoJ = gB (zo) eすt
と簡単化される O








いま 2つのバブル解が，任意定数を適当に設定することによって，右上り，右下りの OSL ，
MSM の 2 曲線で表わされるとき，現時点において，両曲線は交っていなければならない。交点に
対応してファンダメンタル値ん，資産価格 G( ん)が決まってくる。しかるに，ファンダメンタル h
は，k =0 をもっ OmsteIn = Uh lenbck 過程にしたがうから，t→∞につれて h→0 に収束すると予




























タに限定を設けた上での分析を展開する手続きが示唆される O 前々項の (19) 式を想起すれば，第
1 ， 2の要素が相等しい合流型超幾何函数について
F( α，α， z) = eZ 
がしたがい，バブル項が指数函数で表わされる O
まず， 8η= 1，かつ A 2 =O と設定すると
GB(k 作 Ald
がしたがう o Su 仕lerland の Prof of Propsiton 3 を援用すれば，
d 










がしたがう o Sutherland の Prof of Propsitn 2 を援用すれば




(63) ， (65) 式のいずれにおいても，右辺第 1項の分母がゼロに向かう O すなわち， 1-2μt →0 と
なるとき， var [g B (Zt) I和]→∞となる O し凶かるに川，パ，(1仕 1一ω= (ω2μe 一勾仰札円叶一寸1帥 )




1 )本稿の議論に関して， Erdelyi = Swanso (1 oJ ， Slater (23J ， (24J ， Abramowi 也 = Stegun (1 J 等参照。
2) Bl anchrd = Watson ， op. cit. ，をも参照。
3 )両式の導出について，例えば， Kolmgrv 前進方程式 (Kolmgrv forwad equation) を用いた Dixit
= Pindyck (8 J (Apendix to Chap. 3) 参照。
4) 本項での手続きは， Sutherland ， op.cit. ，に負う。 Prof of Propsiton 2，3 (p.172-3) 参照。
5 )図ー 1は， Sutherland ， op.cit. ， fig 1 (p.167) に対応する。








Q=F(L ，K) (66) 
にしたがって生産物を産出するものとする O ただし，Q は産出量，L は労働投入量，K は資本ス
トック量である。このとき，資本ストックが存在しないならば生産操業はなされず， したがって Q
=F(L ， 0) =0 がしたがうものとする。投資を計画している現時点において，資本ストックの初期賦




Qt=F(L ，K) (67) 
で与えられるものとする O ただし，資本ストックは減耗しないものとすれば，t 時点における産出
量は
Qt= max[F(L ， K) ， oJ 
で表わされる O
(68) 
ここで，スカラー値の 2 項変数 u= (0 ，1)から成る制御変数 U を想定し，u=o は，投資計画の実
行が先送りされ待機戦略 (waiting strategy) が選択される場合を，逆に，u=l は，投資計画の即
時実行戦略 Gmediate investmn s廿ategy) が選択される場合を表わすものとする O
まず，t 時点において一括量資本ストックへの投資が実行 (u= 1) された場合を想定しよう O この
とき，一度ぴ実行されると労働投入量に応じた算出量が永久に産出され続けるものとする O このと
き，賃金率 ωは時間を通じて一定であるものとすると営業利潤 (operating profit) Jl t は
Jl t(u= 1) = tF(L ， K)- ωL (69) 
で与えられる O ただし，tt は生産物価格である O
直ちに，営業利潤を最大化する労働投入量が満たすべき 1 階条件
tFL( ，K)- ω=0 (70) 
がしたがう O ただし，FL三 aF/aL である O ここで， (70) 式を満たす最適労働投入量 L* =L*( か，ω，K)
を営業利潤( (69) 式)に代入すれば，一括資本ストック K ，賃金率 ω，生産物価格 tt に対して最大
利潤を与える間接函数である変動営業利潤函数 (variable operating profit function) 
刀*(p t) = maxtF(L ， K) -wL 
ニ PtF(L* ，K)- ωL* 三 Jl *(Pt ，w ， K) (7 1) 
が定義される O
ところで，生産物価格が平均回帰過程にしたがって変動するものとすると，確率微分方程式
dt= η(p かー)td+ σptdZ t (72) 
がしたがう O ただし， ηは価格の瞬時的期待成長率を表わす定数，Zt は分散 σ2をもっ Wienr 過程
である O
以下で，次項で適用されるオプション価格法 (option priCIng) に先立つて，対比のために，投
資計画の価値のあり方を動的計画法 (dynamic progamin) の適用によってみておこう。
企業の意思決定が当該時点での観測値に基づいて下される即時的な選択と，それ以降の予測値に
基づいて下される全時点にわたる選択とに分割可能で、あるとき，前者の決定からは確定的利得であ
る即時的価値 Gmediate value) ，後者のそれからは確率的利得である継続的価値(continuation 
value) がそれぞれしたがう O このとき，平均回帰過程にしたがう生産物価格に対して，上の両者
の価値の和で与えられる投資計画の価値に関する状態評価函数 (value function) Ft (か)
Ft(t) = (73) 
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が定義される。ただし， p は割引率であり， Et は，
Et[F t+ 1ゆt+ 1)] = JF t+ 1 (Pt+ 1) dφt (戸 t+11 ρt，Ut) (74) 
で定義される条件付期待値オペレータである O ただし， φt はか，Ut が来期以降の価格の確率分布に
影響を与えるところでのあ，Ut に条件付きのあ+1 の確率分布である。
しかるに，時間視野が無限大に及ぶとき，問題は遷移構造 (recursive structure) をもち，無限
大の時問視野の下で (73) 式が時間それ自体から独立となり，上の営業利潤函数，条件付確率分布函
数も同様となり， pt ，pt+1 はそれぞれp，〆で表わすことができ， (73) 式は，
F(p)=m (75) 
と表現し直される o (75) 式は， Belman 方程式 (Belman equation) に他ならない。ここで，各期
間の時間間隔をLl tとし， Ll t→0 とすれば時間は連続となり， (75) 式は
pF( 似 )=m 偲 {J]*( 川 t)+ 古E [dF]} (76) 
と変形される O ただし， (1 /dt)E [dF] は， E [Ll F] / Ll tの極限値であり，
えy[F(p ，件会E 附 (7) 
と設定するとき，左辺は， F (p， t) の微分生成作用素 (di 百erential genrator) と呼ばれる。
さらに， u=O のとき刀*(p， u，t)=O となるから，時間視野が無限大で J]* が陽表的には時間に依
存しないところで， u=l のとき刀*(p ，u，t)= 刀*(p) と設定し直され， Belman 方程式( (76) 式)も
pF( 戸)=刀*加古 E[dF (78) 
と表現し直される o (78) 式は，左辺の総期待収益が右辺の営業利潤と期待キャピタル・ゲイン率の
和に等しいことを意味している。
いま，伊藤補題を用いて dF を展開し高次項を無視すれば
dF= F' (P) φ+すF" (P) (dp)2 (79) 
を得る。ここで，平均回帰過程にしたがう生産物価格の確率微分方程式( (72) 式)を (79) 式に代入し，
(dt)2 = (dt) (dz) = 0， (dZ)2 = dt を想起すれば
F炉=イF'内州'(p)ゆω[匂η(伊F一サp)刷ρpdt附dt什+ゆ制榊dゐ附z
=中 2(J' 2F" (戸 )+η (t-p) ρ] dt+ F'(p) 制
がしたがう o (80) 式の両辺の期待値をとり， (1 /dt) を乗じ， E[dz]=O を想起すれば





がしたがう O ここで， (8 1)式を Belman 方程式( (78) 式)に代入すれば，投資計画の即時実行戦略に
関しての微分方程式
去の川)+η (p 一仰向)-pF 加 Jl *(p) =。 (82) 
を導く O
さて，次に，投資計画の実行を先送りする待機戦略が選択されるときの投資機会 Gnvestm op 圃
po 巾 nities) の価値のあり方をみてみよう。
待機戦略(u=O) の下で操業はなされず営業利潤はゼロとなるから，投資機会の価値はキャピタル・
ゲイン率のみから成る O 新たな状態評価函数を V(p) で表わせば，直ちに Belman 方程式
pV ゆ)=会 E [dV] 
がしたがう O 上と同様の手続きを適用すれば，待機戦略に関しての微分方程式














に，重要なのはリスクそれ自体よりむしろ分散不能なシステマティック・リスク (sytematic risk) 
の部分である O 市場ポ}トフォリオ全体が分散化に努めるときリスク・プレミアム (risk premiu) 
を決定づけるのは，資本の収益率と市場ポートフォリオのそれとの聞の共分散 (covariance) であ
るO
ここで，原資産価格x と派生資産価格 V とが完全相関関係にあるとすれば，すなわち，市場ポ
ートフォリオと x の相関係数 pxm および V との相関係数 p伽が等しい (ρ 捌 = PVtn) とすれば，派生資
産が配当を生まないとき，全収益が専らキャピタル・ゲインからもたらされ，原資産価格が幾何
Brown 運動 (geomtric Brown motin) 
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dx= μxdx+ σxdz (85) 
にしたがうところで，派生資産保有からの期待収益率μは，資本資産価格モデル (Capital Aset Pric-
ing Model-CAPM) によれば7)
μ=ァ+opxm σ (86) 
で表わされる O ただし，川土安全利子率 (risk 企e interest rate) であり，ゅはリスクの市場価格で
ある。このとき， μは，投資家が派生資産を保有するに際して要求するリスク調整済期待収益率
(risk 同adjusted expected rate of retum) となるO
いま，価格の期待百分率変化率 5=iE[dx/] が期待キャピタル・ゲイン率に相当することを考dt 
慮し， δ=μ-~ と設定する O もし， δく 0，すなわち μ<~ ならば，資産自体を保有するよりも資
産オプションの形で保有する方が得策であるから，投資家は資産保有をしなくなる O したがって，
資産投資の実現化のためには， δ>0，すなわち， μ>~ であることが必要となる。株式の場合で言
えば， δは定率の配当率となり，株価が上昇すればする程配当フローは大きくなる O したがって，
オプションの形で保有することは配当フローを放棄することに他ならず， δはオプション保有の機
会費用 (oportunity costs) を与える O
さて，企業の投資計画を一つの派生資産，生産物価格をファンダメンタルとしての原資産価格と
みなし，企業の投資計画の価格のあり方をオプション価格法 (option pricing) の方法に拠りなが
らみてみよう O
まず，生産物価格が平均回帰過程
dp= η(Jj -p)pdt+ σpdz (8 7) 
にしたがうことを想起しよう O このとき，期待キャピタル・ゲイン率に相当する価格の期待百分率
変化率 5すE[dp 件 付-p) がしたがう o システマティックリスクを反映するリスク調整済
収益率を割引率とすれば，価格の期待成長率は，もはや定率とはならず，p の函数となり，配分率
は
δゆ)=μ 一歩E[dp 仲 μ-η (Jj -p) (8) 
と表現し直させる，ただし， δ>0 と仮定されるO
まず，実行された投資計画の資産価値をみる O ここで，派生資産と原資産価格を適当に組合せた
ポートフォリオを構成するものとする。 t時点におけるポートフォリオが 1単位の投資計画と η単
位の生産物の売り持ち (short position) から成るものとする。このポートフォリオが短い時間間隔
(t ，t+d) の間保有されるものとすると，派生資産としての実行投資計画の保有者たる企業は，dt 
の時間間隔の聞にρdt の利潤フローを得ると同時に生産物の売り持ち 1単位毎に，その買い持ち
(I ong position) の保有者に (88) 式にしたがう配当率で配当金作成を支払わなければならない。し
たがって，n 単位の生産物の売り持ちを保有する企業は，純利潤(p一 δゆ)dt と同時に生産物価格
の期待成長率 η(Jj -p) に基づくキャピタル・ゲイン dF-ndp を得る O ただし，F(p) は，生産物価
格p に依存する実行された投資計画の資産価値である。




dF-ndp = [川)-州 (p-p)p+ すσ2p 2 F" (p ) J dt + (F' (p ) - n) padz (89) 
がしたがう O いま， dz 項を消去すべくヘッジ戦略 (hedg strategy) をとる，すなわち n = F'(p) 
となるように n を選択すればベポートフォリオはリスク・ゼロの安全ポートフォリオとなり，そ
れがもたらす総収益は，純利潤とキャピタル・ゲインの和で算定され
仇 dt = [(p- δF'(p) +すσヤ引 (90) 
で表わされる O ただし， dt の時間間隔の間 n = F'(p) は固定されているから， dF'(p) =0 が想定さ
れている O
しかるに，安全ポートフォリオの価値は，安全利子率 f の下での安全収益 (ris k1 es retum) 
φvdt = r [ (F (p ) - F' (p )戸 Jdt (91) 
で表わされる O このとき，裁定(訂 bitrage) の可能性が排除されるためにはゼロ裁定条件 (no-
arbitrage conditon)φ vdt= φ'Rdt がしたがわなければならない。すなわち，
r[ 州 -F' (P) 州 = [p - 8F' (p ) p +すσ判明Jdt (92) 
がしたがわなければならない。しかるに， (8) 式を想起すれば， (92) 式は 2 次微分方程式
すσ2p2 F"(p) + [r- μ+η (p -p)]pF'(p) 一向)+P =0 (93) 
を導く O
次に，待機戦略の下で，実行を先送りされた 1単位の投資オプションと n = V'(p) 単位の生産物
の売り持ちから成るポートフォリオを想定しよう O このとき，オプションは配当金フローも利潤フ
ローも生まないことを考慮すれば，生産物価格D に依存する投資オプション価値 V(p) に関し，上
と同様の手続きから 2次微分方程式
去の 2 V"(p) + [r-1 + η(p 一山内)-rV(p) =0 (94) 
が導かれる O
ところで，動的計画法の適用から導かれた投資計画の価値が導く (82) 式 (83) 式)とオプション価
格法の適用から導かれたそれが導く (93) 式 (94) 式)を比較してみよう O
(82) 式と (93) 式の 1 階微分項の係数は，それぞれ η(p -p) =c=p 一δ，r一μ+η (p-p)=r 一δを意
味する O したがって，r=p が満たされるとき両係数は一致する O さらに， (82) 式における [J *(p)
項は利潤フローであり， (93) 式においてはD が利潤フローを与えるから， (82) 式と (93) 式は一致
する O 同時に， (83) 式と (94) 式も一致する O
しかるに， COX = Ros (5 J は，危険中立性 (risk neu 廿ality) の下で，安全利子率 f と割引率ρ
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すσWω + [r- ，u+η(p -ρ)J V'( 戸)-rV( 件。
の解をみるために，新たな函数
V(p)=Apsv(p) 
を定義する o A ，s は未定定数である。直ちに，
v' (p) = Asps-1 V (p) + Ap βv' (戸)
V" ゆ) = As (s- l) ps-z v (p) + 2A sps-1 V ' (p)十 Aps 〆(p)
がしたがう o (97) ， (98) 式を (95) 式に代入すれば，
ps v (p) [去作 (s- l)+( 円 +η p) s-rJ 






がしたがう O しかるに， (9) 式はp のすべての値に対して成立しなければならないから， (9) 式
のカッコ内は，同時にゼロに均等化しなければならない。
まず， (9) 式の左辺第 1項から
すゆ(s 一 山 ( 門 + 仰 (1 0) 
が満たされなければならない。(1 0) 式は 2次方程式であり，符号を異にする 2根 sl>O ，sZ<O 
をもち






ばならない。 1つは，V(t) が小さなある値D に至ると，そのままその値に留まる，すなわち
V (P )=t (102) 
を満たすような値D が存在する場合である o Tがゼロに近い値にあるとき，投資実行が可能となる
水準までD が上昇する余地が乏しいとき，投資オプションはほとんど無価値になるのは，その一
例である o (1 02) 式は D における吸収壁 (absorbing barier) と呼ばれる O しかるに，t =0 は，上
の平均回帰過程の吸収壁であり，したがって V(O) =0 がしたがう o V(O)=O が満たされるために，
(10 1)式の 2根のうち正根 sl が採用されるO 以下， βl 三 P と設定しよう。
次に， (9) 式の左辺第 2 項から
÷ゅ〆(t)+( σ世十円+η p- ηt) 〆(t) 一仰匂)=0
が満たされなければならない。ここで z=2 ψ/σ2 と設定し， v (t) =g(z) と置けば
v' (P) = (2η/σ 2)g'(Z) 
v" (P) = (2η/σ りなど'(z)
がしたがう O ここで (104) ，(105) 式を (102) 式に代入すれば
zg"() +(b -z)g'(z) -sg (z) = 0， 





がしたがう O しかるに， (106) 式は，合流型超幾何微分方程式に他ならない。前節第 l項の議論を
想起すれば， (1 06) 式に対する解
gl (z) = M  (s ， b， ~手 (107)
σ 
的 ) = (学)ト bM (l-ß- J:. (rーμ戸)， 2(l-β2hfdL) ，~) (1 侃)
σσσ  
がしたがう o v (t) =g(z) を想起すれば， (96) 式は
V (P) = Alt P gl (z) + A 2t P g2 (z) 
= AltP M (s ， b，学)
+A2tP (ザ)l-bM (1- β 2 (r 一寸叫 2(1-β2( 門戸L) ， J:n!f-)叩 9)
σ σ  
を意味する O ただし， A r， A 2は未定定数で、ある O
次に，実行された投資の資産価値が満たす非同次 2次微分方程式
すσ W加 (r- f.L + η(p一山内 )-rF(p)+t =0 (10) 
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の解をみるべく ，F (P )=Bpsv(p) と設定し，同次部分に対し上と同様の手続きを適用すれば
F H ゆ)= BIPsM (s ， b，学)
+BzPβ(23F)l-bM(1-p-2(門戸L， 2 (1 -ß-~ (門戸L)与(111)
σσ  
がしたがう O ただし，B!) B zは未定定数である。ここで，特解をみるために F(p) = cp と設定すれば
c = 1/ (μ-η (t-p) がしたがい， (8) 式を想起すれば，特解は
FP(p) = 一 一歩 =~ 
μ-η (t -ρ)δ (p) (12) 
で表わされ，したがって，一般解
時)=内 )+F 勺)=持了 +B 仰 (s ，b，亨)
+ Bzps (2~r) l- bM (1 -ß-~ (門戸L， 2 (1 -ß-~ (門戸L) ， 2~r) (13) 
σσ  
を得る o (13) 式の最右辺の第 1 項はファンダメンタル項で，投資計画の資産価値のファンダメン
タル要素部分を表わし，第 2項はバブル項で，同価値の投機的要素部分を表わす。
さて，投資計画の実行に際しては一定額 I の埋没費用 (sunk cost) の支出が要請されるものと
する O 投資機会としての投資オプションの行使に際して行使価格 (exercise price) 1 の支払いが要
請されることと言い換えることができるO このとき ，p~p* なる p が一度で実現したならば直ちに
投資計画を実行することが最適となるような臨界行使価格 (critical exercise price) が存在し，投
資閥値(i nves 加lent 出reshold) と呼ばれる。
いま，闘値f において投資オプションを行使すると行使価格I の支払い後の純価値 F (p *)-I を
もっ投資計画を取得する。しかるに，かかる純価値は，p* において投資オプション価値 v(p*) に
等しくなければならない。すなわち
v (p*) = F (p *)-I (14) 
が満たされなければならない。 (14) 式は，境界条件を構成し，同値化条件 (v a1 ue matching condi 同
首on) と呼ばれる。 (14) 式を F*(p)-V(p*)=I と変形すれば，p* で評価される投資計画を取得す
る代りに投資オプションを放棄しなければならない際の投資オプションの機会費用を V(p*) が与
えていることを示唆し，F (p *)=I+V (p*) と変形すれば，投資計画の資産価値が直接費用と機会費
用の和である全投資費用に等しくなることを示唆している。
さらに，投資計画の資産価値 V(p*) と投資オプション行使時の純価値F* (P )-I のそれぞれのグ
ラフがf で接し合うことが要請される。すなわち，
V' (P*) = F' (P*) (15) 
が満たされなければならない。 (15) 式はもう一つの境界条件を構成し，平滑張合せ条件 (smoth 同
pasting condition) と呼ばれる。10)
上の 2つの境界条件を V (p*) ，F(p*) に適用すれば，
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州 )sM+ ん(p叫=ポ寸 +Bl (p*)sM サ z( p 叫 - [ 旧凶側 1日山凶1凶附6ω ) 
μlω句ψ糾(p*) s-つツγ)sβr一-IM+ 制μ2句ゲ*)巾F日サl惚ト庇= 吟す引ずYμ'+ 吋哨噛PβB乱lψ l悩M +嚇pβBz(p*必ωゲ*) sω (川M1日山川1口m7η ) 
がしたがう O ただし M， M は，それぞれバブル項を構成する上の合流型超幾何函数である o (116) ， 
(1 17) 式の 2 方程式に対し，合流型超幾何函数M， M が無限級数であることを想起すればA J， Az ，B 1，
Bzそしてf の 5個の未知数が対応する O したがって，(116) ， (117) 式は過少決定体系を成し，依然
3 個の未知数が未定のまま残される。
体系を完結するための lつの方法は，P E (ム t) なる目標範閤 (target zone) を設定し，p，t を
吸収壁とすべく境界条件を追加し，さらに，横断面条件 (transversality condition) を考慮するそ
れであろう。 10 投資計画の資産価値に関する未定定数 Bl =Bz=O と設定し得れば，平均回帰過程の
下で
r i  
上山川ゆF (118) 
がしたがう O このとき， δ'(p) = ηを考慮すれば，(p/ δ(p)'>O ， (p /δ (P )"<O がしたがい，F (P) は，
-[から発する逓減的増加函数となり，図 -2 がしたがう O
図ー 2において，p くf では待機戦略が採用され V(p) が妥当し，p =p* で投資オプションが行使さ
れ，それ以後の p>p* で実行時の資産価値 F(p)-[ が妥当する O したがって，太線部で示される投
資ルールがしたがう O しかるに，p>p* において，V (P) >F (p)-[ がしたがうから投資オプション
V( t) 
。 D 




妥当し続けるとき投機的バブル (speculative bules) が発生することになる。12)
6 )投資計画を投資実行時の資産価値，投資先送り時の投資機会のオプション価格で評価する手法は， Myers 
(2 1)を先駆として McDonald = Siegel C1 9J ， M 司d= Pindyck C1 8J ， Dixit = Pindyck (8 J と継承されていく。
本節の議論の多くを Dixit = Pindyck ， op. cit. ，に負う。
7) CAPM について，例えば， Merton (20J 参照。
8 )かかるヘッジ戦略は， D江it = Pindyck ， op. cit. ， Chap. 5，に負う。
9 )本項での手続きは，本質的に Dixit = Pindyck ， op. cit. ， Chap. 5，に負う。
10) 平滑張合せ条件について，例えば， Dumas (9 J 参照。
11)横断面条件の適用可能性について， Blanchard = Watson ， op. cit. ， (p.29-30 1)参照。














ューリップ球根バブルについて， Garbe [I 4J ，さらに，その後のミシシッピー・バブル事件，南
海バブル事件を含めて三大事件について， Garbe [I 5 J 参照。)
Pascl とFermat の共同研究から 10 年後，聖職者 T. Bayes が既存の情報に新たな情報が加わっ
たとき，より情報量に富んだ意思決定が下し得るとする Bayes 定理の基礎を築いた。そして， 1875 





過程ないし Omstein = Uh lenbck 過程にファンダメンタルがしたがうところでの資産価値の変動の
過程をみた。平均回帰過程ないし Omstein = Uh lenbck 過程は，合流型超幾何微分方程式を導き，













我々の上の議論を追加条件としての目標範囲 (target zone) の設定が想定される場合への拡張は，
興味深いそれであろう O
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